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Simulation der Ausbreitung dreidimensionaler elektromagnetischer
Felder im Zeitbereich: Formulierung als Anfangs- und Randwertproblem
mittels Finite-Differenzen-Approximation

Ralph—Uwe Borner (TU Bergakademie Freiberg)

1 Einleitung

Die Methode der Transientelektromagnetik hat gegenlber anderen elektromagnetischen Verfahren gewisse Vor-
zlge, die sich vor allem aus der Bandbreite des Sendesignals und der daraus resultierenden Moglichkeit einer
simultanen Multifrequenzmessung ergeben. Bisher beschrankten sich die im Stadium der Messwertinterpretation
abgeleiteten Aussagen auf einfache Leitfahigkeitsstrukturen, beispielsweise einen horizontal geschichteten Halb-
raum. Bei einer derartigen Restriktion der Modellklasse ist zu erwarten, dass die gemessenen Felder Uber zwei-
oder dreidimensionalen Leitfahigkeitsstrukturen konsequent fehlinterpretiert werden. Es ist daher zunehmend in-
teressant, die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in inhomogenen Medien auf effiziente Weise bei gleichzei-
tig hoher Genauigkeit numerisch zu simulieren.

Zur Losung des Problems im Zeitbereich eignen sich sowohl implizite Verfahren auf der Grundlage der Finiten
Differenzen oder Finiten Elemente als auch explizite Formulierungen auf der Basis von Zeitschrittverfahren. Auf
gegeneinander verschobenen Finite-Differenzen-Gittern werden dabei Losungen fir das elektrische und magneti-
sche Feld approximiert, die flr einen gegebenen Zeitpunkt das System der Maxwellgleichungen erfullen.

Explizite Verfahren sind aufwendig, da zur Gewéhrleistung der numerischen Stabilitét kleine Zeitschritte gewahlt
werden mussen. Ferner missen auf den Gitterpunkten des diskretisierten Gebietes Anfangswerte bereitgestell
werden, die das Zeitschrittverfahren initialisieren.

Im Folgenden soll die Formulierung des Anfangs- und Randwertproblems fiir eine Dipolquelle im homogenen
leitfahigen Vollraum n&her beschrieben werden.

2 Grundlagen

Unter quasistationarer Naherung lauten die Maxwellgleichungen im Zeitbereich

Vx h(r,t) =o(r)e(r,t) + 5°(r,t) (1a)
Vxe(rt) = _6b(87;t) (1b)
V-b(r,t) =0 (1c)
b(r’ t) = M(T)h(T, t)a (1d)

wobeie undh das elektrische bzw. magnetische Feld sdwite magnetische Flussdichte als Funktionen von Ort
r und Zeitt darstellen. Die magnetische Permeabiljii&ggei Gberally = po, die elektrische Leitfahigkeit in der
Erde wird durchrs(r) beschrieben. Fur die von aul3en aufgepragte Quellstromditisial gelten

. t<0
. {const < @)

o, t>0.

Das gekoppelte System gewohnlicher Differentialgleichungen (1) soll unter der Nebenbedingung (1c) der Di-
vergenzfreiheit vorb geldst werden. Genanntes System ist als Anfangs- und Randwertaufgabe aufzufassen. Wir
fragen nach der resultierenden Feldausbreitung infolge eines Ausschaltprozesses.
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n

Abbildung 1: Verhalten der Felder auf dem RafidBeim Ubergang in einen idealen elektrischen Leiter ver-
schwinden die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes sowie die Normalkomponente des
magnetischen Feldes.

3 Randbedingungen

Auf dem Randl" des diskretisierten Gebieté€swerden inhomogene dirichletsche Randbedingungen vorgegeben
(vgl. Abb. 1). Sein der nach auf3en gerichtete Einheitsnormalenvektol’asb gilt

=

-b=0 (3a)
x e =0. (3b)

=

Eine ideal leitende Umgebung vénhliefert die physikalische Interpretation dieser Randbedingung. Die Stetigkeit
der Tangentialkomponenten venund A im Innern von{? fuhrt schlie3lich zur Beschreibung des Systems der
Maxwellgleichungen auf einem versetzten Gitter (staggered grid), wobei die elektrischen Felder auf den Kanten
und die magnetischen Felder auf den Flachen von Einheitszellen (Yee-Zellen) angeordnet werden (Yee, 1966).

4 Anfangsbedingungen

Fur das gesamte Gebi@twerden Startwerte fir den Zeitpunkt ¢y benétigt, von dem aus sich das System der
Maxwellgleichungen (1) entwickelt. Damit ergibt sich folgendes Anfangs- und Randwertproblem:

Gleichungssystem (1) ift (4a)
h(t),e(t) aufT (4b)
e(r) furt =t (4c)
h(r) firt = tg. (4d)

Die Anfangswerte der Felder fur Zeiten kurz nach dem Abschalten des Stromes mussen fir das gesanfe Gebiet
vorgegeben werden.

Zur Untersuchung der numerischen Eigenschaften des eingesetzten Zeitschrittverfahrens verwenden wir eine ma-
gnetische Dipolquelle im leitfahigen Vollraum, fiir deren Felder im Zeitbereich analytische Ausdriicke zur Verfi-
gung stehen.

Fir einen inz-Richtung orientierten magnetischen Dipol im Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems
kénnen die Felder von einem Skalarpotential

F(r,t)=F(r,t)z (5)

abgeleitet werden (Ward und Hohmann, 1988), wobei fiir die Kreisfrequenz

1 —1 .
F(riw)=—c¢e ikr mitr = a2 4+ y2 + 22, k= iwugo (6)

 A4qr

177



20. Kolloquium Elektromagnetische Tiefenforschung, Kénigstein, 29.09.-3.10.2003, Hrsg.: A. Hordt und J. B. Stoll

die Greensche Funktion fur den leitfahigen Vollraum im Frequenzbereigbu({se respongedarstellt. Fur den
Ausschaltvorgang (2) erhalt man als Sprungfunktionsantwtep(respongdolgende Feldkomponenten im Zeit-
bereich:

ex(r,t) = —co(r, t) % (7a)
ey(rt) = co(r,t % (7b)
ha(r,t) = e1(r) 55 (3 = ca(r, 1)) (7c)
hy(r,t) = cl(r)i—g (3 — ea(r, 1)) (7d)
ha(r,t) = c1(r) iz(B—cQ(r, £) =1+ cs(r, t)] (7e)

mit den Koeffizienten

pom>r  —6%r? poo
co(r,t) = 53y , 0= Ty (8a)
1
ci(r) = gy (8b)
4 33 6 —6%r?
ca(r,t) = <7T1/29 r° + 7 97‘) 2 + 3erfc(Or) (8c)
4 53 2 —6r?
c3(r,t) = <7T1/29 r° + 7 97“) e + erfc(0r). (8d)

Damit steht fiir jeden Zeitpunkt und jede Raumkoordinate eine analytische Referenz zur Verfligung, mit der die
im Verlauf der Simulationsrechnung ermittelten Feldgrof3en hinsichtlich ihrer Abweichungen verglichen werden
kénnen.

5 Raumliche und zeitliche Diskretisierung des Zeitschrittverfahrens

Der Vollraum wird inn, x n, x n, Quader der Kantenlangelz;, i = 1...n,, Ay;, j = 1...n, sowie Az,

k =1...n, mit jeweils konstanter elektrischer Leitfahigkeit zerlegt. Benutzt wird ein rechtshandiges kartesisches
Koordinatensystem mit positiv nach unten. Die Felder auf der Yee-Zelle bilden elektrische und magnetische
Schleifen, auf denen die Maxwellgleichungen approximiert werden (Abb. 2).

(i4, k) Az (i+1,5,k)

)

(i, j+ 1Lk

Abbildung 2: Position der elektrischen und magnetischen Feldkomponenten in der Yee-Zelle.

178



20. Kolloquium Elektromagnetische Tiefenforschung, Kénigstein, 29.09.-3.10.2003, Hrsg.: A. Hordt und J. B. Stoll

Die hier gegebene Darstellung bezieht sich im wesentlichen auf die von Wang und Hohmann (1993) sowie Weidelt
(2000). Wir bezeichnen die Indizes der zeitlichen Diskretisierung@miit. . ., n. Die elektrischen Felder sind auf
ganzzahligen, die magnetischen Felder auf halbzahligen Indizes definiert-Kimponente des magnetischen
Feldes von (1b) lautet

Oh, 1 (0e, Oey
o Mo (ay_az>‘ ©
Mit Hilfe der Schreibweise
ofy  ofy

x- (Vi x f)" = (10)

oy 0z
soll die FD-Approximation der-Komponente der Rotation des Feldggur denn-ten Zeitschritt symbolisch
beschrieben werden. Andere Komponenten ergeben sich durch entsprechende Wahl des Einheigswaldors (
z). Approximierte partielle Ableitungen fur denten Zeitschritt werden z.B. durch

Oh,\"  h(i+ 1,5+ Y2,k + %) — h2(i,j + Y2,k + ¥2)
= (11)
or ), Az;
abgekiirzt. Weiterhin soll die zeitliche Anderungsrate Xxgmaherungsweise durch
n n+32 _ n—12
Ohy ~ h? hl (12)
ot At
bestimmt werden. Das Magnetfeld zum Zeitpunkin + ¥2 ergibt sich damit zu
B2, G4 ok Y2) = Y20, Yo k4 Y2) ﬁt [%- (V5 x €)"]. (13)
0

Die Berechnung der tibrigen Komponenten voerfolgt mit entsprechender Anwendung von Gl. (10) im letzten
Term von (13). In Abb. 3 sind die Gber Finite Differenzen aus vorgegebenen Gegew e, berechneten Felder

h, und h, im Vergleich mit den analytischen Losungen zusammengestellt. Deutlich erkennbar sind die z.T. gro-
Beren Abweichungen vom erwarteten Wert, insbesondere fur die Horizontalkomponenten. Diese berechnen sich
Uber Vertikalableitungen horizontaler elektrischer Felder, die zu spaten Zeiten sehr kleine Werte annehmen.

Da einerseits fiir spate Simulationszeiten die zeitliche Anderungsrate des magnetischen Feldes nahezu verschwin
det, also

o 'Vxe=—— =0 (14)

gilt, andererseits die Nebenbedingung (1c) fur- 0 nicht mehr erfillt wird (vgl. Abb. 4), muss die Diver-
genzfreiheit vonb daher zu spéaten Simulationszeiten explizit gefordert werden, und zwar mit dem Update der

z-Komponente vorh:
n+32 n+]/2
Oh \"" oh,
(5), (&), ] o

Das vertikale Magnetfeld wird dabei z.B. vom unteren Rand her nach oben fortgesetzt.

Die beschriebene Vorgehensweise liefert jedoch nur bei hinreichend kleinen Gitterabstanden genaue Updates.
In Abb. 4 ist neben einer numerischen Bestimmung Voib die Abhangigkeit der Genauigkeit von der Gitter-
geometrie dargestellt. Die FD-Approximation der im Divergenzoperator auftretenden Ableitungen fuhrt bei groRer
werdendem Gitter zu Fehlern, die nicht mehr vernachlassigt werden kénnen.

WG 3,5+ Y2 k) = BG4 Y+ Yk + 1) — Az
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to: 1.25e-006 s; At: 2.51e-007 s; Amin: 200m;r:80m
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Abbildung 3: Vergleich zwischen numerischer und analytischer Berechnung der Magnetfeldkompaneantedn
h, in einem Vollraum mitc = 0.01 S/m. Der Abstand von der Dipolquelle betragt 80 m. Aus
Symmetriegrinden kann auf die Darstellung vgrverzichtet werden.

Der Versuch, Gl. (1a) mit der geschilderten FD-Approximation zu l6sen, flhrt zu stark oszillierenden Updates fur
die elektrischen Felder (vgl. Abb. 5). Zu friihen Zeiten variiert das elektrische Feld in innerhalb gewisser Grenzen,
die einerseits von rein quasistationarem Verhalten und andererseits von nicht-diffusivem Wellenverhalten gepragt
sind. Das Feld nahert sich im Intervall t=10bis 10* s asymptotisch dem erwarteten Verhalten an, wahrend es

zu spateren Zeiten wiederum starker oszilliert.

Eine numerisch stabile Losung von (1) wird erst durch Einfuhrung einer kiinstlichen Verschiebungsstromdichte in
(1a) gewahrleistet:

Oe(r,t)

Y +o(r)e(r,t) = Vx h(r,t). (16)
Die y-Komponente von (16) lautet damit z.B.
Oey Oh;  Oh,
Ty - . 17
Yot 70T 9 T on (7)
Durch Mittelung der elektrischen Felder zweier aufeinanderfolgender Zeitschritte geman
en + €n+1
62—&-]/2 ~ Y 5 Yy (18)
kann mit dem aus Zeitschritt + ¥2 ermittelten magnetischen Feld ein Updatedfiberechnet werden:
o 2y — Ato(i,j+ ¥2,k) .
s Vo, k) = : ey Yo, k
e I+ % k) = oG+ k) (T T R)E
(19)

2y + Ato(i,j+ Y2, k) 0z ), oz /, '
Die Gitterabstande beziehen sich hier auf die Abstande zwischen den Magnetfeldpositionen auf den Flachen der
Yee-Zelle (vgl. Abb. 2). Ferner missen die Leitfahigkeiten der vier Zellen, die an die entsprechenden Kompo-
nenten vore angrenzen, flachengewichtet gemittelt werden. Fir die Berechnung,vond e, sind die Upda-

teformeln entsprechend anzuwenden. In Abb. 7a sind numerische und analytische Lésung unter Einbeziehung
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Zeit: 1e-006 s; Abstand zur Yee-Zelle: 50 m; 6=0.01 S/m
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Abbildung 4: Numerische Bestimmung var: b innerhalb einer Yee-Zelle. Dargestellt ist die Abhangigkeit der
Divergenz von der Kantenlange einer wurfelférmigen Yee-Zelle, wobei der Abstand zwischen Di-
pol und der Zelle 50 m betragt. Das aus der Divergenz brénerechnete vertikale Magnetfeld
weicht auf Grund der verwendeten Finite-Differenzen-Approximation flr Kantenlangen grofl3er 10
m erheblich vom erwarteten Wert ab.
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Abbildung 5: Oszillierendes Verhalten der E-Feld-Updates bei Vernachlassigung der Verschiebungsstromdichte.

der kunstlichen Verschiebungsstromdichte dargestellt. Deutlich erkennbar ist die wesentlich bessere Stabilitat der
numerijschen Lésng insbesondere zu spaten Simulationszeiten. Durch die Verwendung von Finite-Differenzen-
Approximationen héherer Ordnung kann die Genauigkeit zu Lasten der numerischen Effizienz gesteigert werden
(Wang und Hohmann, 1993).

6 Numerische Stabilitat

Ein einfaches Verfahren zur Lésung gewodhnlicher Differentialgleichungen ist durch die Euler-Methode gegeben,
welche eine Losung zwischen den diskreten Zeitpunkteimd,, 1 durch den Zeitschritt\¢ Giber Ableitungen
approximiert. Bei einer vorgegebenen raumlichen Diskretisierung Keinnicht beliebig gewahlt werden, son-

dern unterliegt einer Beschrankung hinsichtlich seiner oberen Schranke. Die Courant-Friedrich-Lévy-Bedingung
(Courantet al, 1928) wahltAt gerade so, dass die Euler-Methode genaue und stabile Ergebnisse erzeugt. Das
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Abbildung 6: Vergleich zwischen numerisch tber (19) sowie analytisch tber (7a) berechnetem elektrischen Feld.

Du Fort-Frankel-FD-Schema (DuFort und Frankel, 1953) beschrénkt den Zeitschritt auf

Hoo't 2
At < T Amim (20)

was durch Setzen von

3 [ At \?
> — 21
7= Ho <Amin> ( )

in (16) den diffusiven Charakter der Feldausbreitung sicherstellt.

7 Numerisches Beispiel

In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse der numerischen Simulationsrechnngen mit analytischen Lésungen ver-
glichen werden. Fir ein Modell mit homogener elektrischer Leitfahigkeit und einer Kantenlange von 2 km wurden
fur ein logarithmisch aquidistantes Gitter mit 54x54x54 Zellen kartesische Komponenten des elektrischen und
magnetischen Feldes berechnet. Versuche mit dquidistanten Gittern lieferten wesentlich grél3ere Fehler, da die ver-
wendete Randbedingung (3) nur mit groRen Abstanden zur Quelle befriedigende Ergebnisse liefert. Logarithmisch
aquidistante Gitter erfiillen diese Forderung bei gleichzeitig vertretbarem Diskretisierungsaufwand.

In Abb. 7 ist das vertikale Magnetfeld fur einen Abstand von 71 m vom vertikalen magnetischen Dipol mit dem
Moment 1 Am? als Funktion der Zeit dargestellt. Die Abweichungen zwischen simuliertem und analytischem
Feld sind zufriedenstellend gering. Die Zeitschritte wurden im Laufe der Simulation gemaf (20) vergréf3ert, was
zu einer wesentlichen Beschleunigung der Rechnung beitragt. Die Wirksamkeit des Divergenzupdates tlir

10°

— FDTD
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.
A
. ‘w‘
10'107 B

Zeitins

h_in A/m

Abbildung 7: Vertikales Magnetfeld einer vertikalen magnetischen Dipolguelle im Abstand von 71 m innerhalb
eines homogenen \ollraums der Leitfahigkeit 0.01 S/m.

in Abb. 8 belegt. Besonders zu spaten Simulationszeiten sind die Abweichungen vom erwarteten Wert erheblich.
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Abbildung 8: Profildarstellung des Vertikalkomponente des Magnetfeldgsi{r y=0.5 m,z=0 m mit bzw. ohne
Nebenbedingung. Der magnetische Dipol befindet siclxbei0 m.

8 Zusammenfassung

Mittels Zeitschrittverfahren und Yee-Diskretisierung wurde versucht, das System der Maxwellgleichungen in qua-
sistationarer Naherung numerisch zu I6sen. Das Verfahren zeigt fiir eine magnetische Dipolquelle im homogenen
Vollraum gute numerische Eigenschaften. Die Beschrdnkung auf den Vollraum ist insofern zweckmafig, als nur so
die Besonderheiten des Finite-Differenzen-Verfahrens im Vergleich zu analytischen Losungen untersucht werden
kénnen. Die Erweiterung auf Dipolquellen an der Oberflache des leitfahigen Halbraums ist einfach zu realisieren,
wobei die hier gemachten Erfahrungen einen wertvollen Beitrag liefern.
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